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Pro gradu -tutkielma Joulukuu 2013 33 s.
kongruenssiluokkien modulo p joukko, multiplikatiivinen karakteri, Jacobin summa
Jacobin summassa on kyse kongruenssiluokkien modulo p kunnan multiplikatiivisten karakterien
χ ja λ tulojen summasta sellaisilla kongruenssiluokkien modulo p kunnan arvoilla a ja b, joiden
summa on 1. Tutkielman lopullisena tavoitteena on päästä hyödyntämään Jacobin summaa erään
elliptisen käyrän ratkaisujen etsimisessä.
Jotta Jacobin summaa voidaan käyttää, täytyy tuntea kongruenssiluokkien modulo p joukko sekä
multiplikatiivisen karakterin käsite. Kongruenssiluokka [a] modulo p on sellaisten kokonaislukujen
joukko, jotka ovat kongruentteja luvun a kanssa modulo p. Kaksi kongruenssiluokkaa ovat joko
erilliset tai identtiset. Erillisiä kongruenssiluokkia modulo p on olemassa täsmälleen p kappaletta ja
nämä muodostavat kongruenssiluokkien modulo p joukon.
Kongruenssiluokkien modulo p kunnan multiplikatiivisella karakterilla tarkoitetaan kuvausta
kongruenssiluokkien modulo p joukolta kompleksilukujen joukolle siten, että sekä kuvauksen
määrittely- että arvojoukosta on punkteerattu nolla-alkio pois. Karakteri on multiplikatiivinen,
mikäli kongruenssiluokkien modulo p joukon alkioiden tulon kuva on yhtä kuin alkioiden kuvien
tulo.
Tutkielman ensimmäisessä luvussa luodaan pintapuolinen katsaus elliptisten käyrien sovelluksiin
sekä elliptisen käyrän yhtälön eri muotoihin ja muotojen vaikutukseen ratkaisujen löytämisessä.
Toisessa luvussa käsitellään kongruensseihin ja kongruenssiluokkiin liittyviä perustuloksia. Luvun
lopuksi tarkastellaan kongruenssin juurten löytymiseen vaikuttavia seikkoja. Kolmannessa luvussa
osoitetaan, että edellisessä luvussa löydetty kongruenssiluokkien modulo p joukko on kunta, kun p
on alkuluku, ja että kyseinen joukko, josta on poistettu nolla-alkio, on kertolaskun suhteen syklinen
ryhmä.
Luvussa neljä tutustutaan kongruenssiluokkien modulo p kunnan multiplikatiivisten karakterien
ominaisuuksiin ja nostetaan esille kaksi erityistä karakteria, Legendren symboli ja biquadraattinen
jäännöskarakteri. Lisäksi havaitaan, että yhtälön xn = a, missä a on kongruenssiluokkien modu-
lo p kunnan alkio, ratkaisujen lukumäärä saadaan niiden karakterien summana, joiden kertaluku
jakaa luvun n. Tätä tulosta hyödynnetään viidennessä luvussa, kun selvitetään kahden yhtälön rat-
kaisujen lukumäärää kongruenssiluokkien modulo p kunnassa. Koska ratkaisujen lukumäärässä on
kyse karakterien summasta, avuksi otetaan Jacobin summa ja muutama siihen liittyvä hyödyllinen
tulos. Lisäksi luvussa sivutaan Gaussin summaa. Viimeisessä luvussa etsitään elliptisen käyrän yh-
tälön y2 = x3 −Dx, missä D on kokonaisluku, ratkaisujen lukumäärä kongruenssiluokkien modulo
p kunnassa Jacobin summaa hyödyntämällä
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Merkinnät
P2(K) kunnan K projektiivinen taso
c j d luku c jakaa luvun d
syt(a; b) lukujen a ja b suurin yhteinen tekijä
[a] fn 2 Z j n  a (mod p)g, kongruenssiluokka modulo p
Z=pZ kongruenssiluokkien modulo p joukko
Z=pZ (Z=pZ)nf0g (vastaava tähtimerkintä muidenkin joukkojen tapauksissa)
Fp kunta Z=pZ
(a) kompleksiluvun (a) konjugaatti
(a=p) Legendren symboli
Z[i] Gaussin kokonaisluvut, fa+ bi j a; b 2 Zg
N() Gaussin kokonaislukujen normi, N() = a2 + b2
Z[i]=Z[i] kongruenssiluokkien modulo  joukko, kun  2 Z[i]
(=)4 biquadraattinen jäännöskarakteri
ga() Gaussin summa
J(; ) Jacobin summa




Tässä tutkielmassa tutustutaan Jacobin summaan ja sen hyödyntämiseen yhtälön ratkai-






missä a; b 2 Fp: Tutkielman päälähteenä käytetään Kenneth Irelandin ja Michael Rosenin
teosta A Classical Introduction to Modern Number Theory [5]. Muihin lähteisiin viitataan
tekstissä.
Jotta Jacobin summaa voi käyttää, täytyy ensinnäkin tuntea kongruenssiluokkien mo-
dulo p joukko Fp. Sitä varten tutkielmassa johdetaan ensin kongruenssiluokan käsite ja
tarkastellaan sen ominaisuuksia. Nämä kongruenssiluokat modulo p muodostavat kunnan,
kun p on alkuluku. Tämän kunnan ominaisuuksien tuntemisesta on hyötyä, sillä Jacobin
summassa summattavat karakterit ovat kuvauksia joukolta Fpnf0g joukolle Cnf0g.
Tutkielman lopullisena päämääränä on päästä hyödyntämään Jacobin summaa ellipti-
sen käyrän yhtälön ratkaisujen lukumäärän löytämisessä. Elliptisten käyrien aritmetiikan
tutkimuksella on pitkät perinteet, mutta samalla se on useiden tutkijoiden kiinnostuk-
sen kohteena nykyään [3]. Muun muassa yksi seitsemästä Millennium Prize -ongelmasta
– Birchin ja Swinnerton-Dyerin konjektuuri – liittyy elliptisen käyrän ratkaisujen löytä-
miseen [8]. Arjessa elliptisiä käyriä käytetään julkisen avaimen salausjärjestelmissä [3].
Elliptisellä käyrällä yli kunnan K tarkoitetaan yhtälön
(1.1) y2 = x3 + Ax+B; A;B 2 K
ratkaisujen joukkoa kunnassa K. Niissä kunnissa K, joissa karakteristika ei ole 2 tai 3,
kaikki elliptiset käyrät voidaan kirjoittaa edellä esitetyssä muodossa. Tässä tutkielmassa
tarkasteltavana käyränä on
(1.2) y2 = x3  Dx;
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missä D on kunnan Fp alkio.
Sen lisäksi, että elliptisellä käyrällä (1.1) on muotoa (x; y) 2 K2 olevia pisteitä, ellipti-
sen käyrän pistejoukkoon kuuluu myös piste äärettömyydessä. Sen havaitsemiseksi yhtälöä
(1.1) täytyy muokata: Merkitään yksinkeraisuuden vuoksi F (x; y) = y2   x3   Ax   B.
Muodostetaan polynomia F (x; y) vastaava homogeeninen, kolmen muuttujan polyno-
mi ~F (x0; x1; x2). Tarkastellaan tätä polynomia projektiivisessa tasossa P2(K), jonka al-
kiot ovat pisteiden (x0; x1; x2) ekvivalenssiluokkia. Määritellään, että pisteet (x0; x1; x2)





2) = (x0; x1; x2). Polynomia F (x; y) vastaava homogeeninen polynomi saadaan
kertomalla polynomin F (x1; x2) jokainen monomi luvulla x3 j0 , missä x0 6= 0, luku 3 on
polynomin F (x; y) aste ja j on polynomin kunkin monomin aste. Toisin sanoen











Nyt yhtälö (1.1) on siis saatu muokattua projektiivisten koordinaattien avulla muotoon
(1.3) ~F (x0; x1; x2) = x0x22   x31   Ax20x1  Bx30 = 0:
Tarkastelemalla tätä yhtälöä havaitaan, että kun x0 6= 0, sen ratkaisut ovat pisteet
(1; x1; x2), sillä ~F (1; x1; x2) = F (x1; x2) = 0. Muut ratkaisut ovat pisteitä äärettömyydes-
sä. Kun x0 = 0, yhtälö (1.3) ratkeaa, kun  x31 = 0 eli kun x1 = 0. Yhtälön toteuttavat
pisteet ovat siis muotoa (0; 0; x2). Projektiivisen tason P2(K) pisteiden määritelmästä
seuraa, että yhtälön (1.3) ainoa ratkaisu äärettömyydessä on piste (0; 0; 1).
Vastaavasti tässä tutkielmassa tarkasteltava elliptisen käyrän yhtälö (1.2) voidaan
muokata projektiivisen tason P2(Fp) yhtälöksi
(1.4) x0x22   x31 +Dx20x1 = 0:
Tälläkin käyrällä on siis piste (0; 0; 1) äärettömyydessä. Tätä ratkaisua merkitään symbo-
lilla1. [5][8] Jatkossa keskitytään yhtälön (1.4) sijaan yhtälön (1.2) ratkaisujen etsimiseen




Jotta tässä tutkielmassa päästään käsiksi itse Jacobin summaan, tarvitaan taustalle pe-
rustietoa lukuteoriasta. Siksi tässä luvussa tutustutaan kongruensseihin, niiden ominai-
suuksiin ja kongruenssiluokkiin. Lisäksi muutamia tuloksia varten tarvitaan tietoa jaol-
lisuudesta ja suurimmasta yhteisestä tekijästä. Lähdetään liikkeelle kongruenssin määri-
telmästä ja määritellään sitä kautta kongruenssiluokka.
Määritelmä 2.1. Olkoon a, b, p 2 Z ja p 6= 0: Sanotaan, että a on kongruentti b modulo
p, jos b  a on jaollinen luvulla p. Tätä relaatiota merkitään a  b (mod p).
Lause 2.2. Kongruenssi mod p on ekvivalenssirelaatio kokonaislukujen joukossa, eli se
täyttää seuraavat ehdot:
i) a  a (mod p),
ii) jos a  b (mod p), niin b  a (mod p),
iii) jos a  b (mod p) ja b  c (mod p), a  c (mod p).
Todistus. i) a  a = 0 ja p j 0, joten väite pätee.
ii) Jos p j (b  a), niin p j (a  b) =  (b  a).
iii) Jos p j (b  a) ja p j (c  b), niin p j (c  a) = (c  b) + (b  a).
Määritelmä 2.3. Olkoon a 2 Z. Merkitään [a] = fn 2 Z j n  a (mod p)g. Tätä
joukkoa kutsutaan kongruenssiluokaksi modulo p tai jäännösluokaksi modulo p.
Joukko [a] on siis kokonaislukujen joukko kongruentti a mod p. Toisin sanoen [a] on niiden
kokonaislukujen joukko, jotka ovat muotoa a + kp, missä k 2 Z. Esimerkiksi, jos p = 2,
[0] on parillisten kokonaislukujen joukko ja [1] parittomien kokonaislukujen joukko.
Lause 2.4. a  c (mod p), jos ja vain jos [a] = [c]. [2]
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Todistus. Oletetaan ensiksi a  c (mod p). Olkoon b 2 [a]. Tällöin määritelmän nojalla
b  a (mod p). Koska nyt siis a  c (mod p) ja b  a (mod p), kongruenssin symmetri-
syyden ja transitiivisuuden nojalla (lause (2.2)) b  c (mod p). Näin ollen b 2 [c]. Toisin
sanoen mikä tahansa kongruenssiluokan [a] mod p alkio on myös luokan [c] mod p alkio.
Siis [a] = [c].
Oletetaan seuraavaksi [a] = [c]. Koska a  a (mod p) kongruenssin refleksiivisyyden
seurauksena, pätee a 2 [a] ja näin ollen oletuksen nojalla myös a 2 [c]. Tästä seuraa, että
a  a (mod p).
Korollaari 2.5. Kaksi kongruenssiluokkaa mod p ovat joko erilliset tai identtiset. [2]
Todistus. Jos [a] ja [b] ovat erilliset joukot, asia on selvä, eikä todistettavaa ole. Oletetaan
nyt, että joukot [a] ja [b] eivät ole erilliset. Toisin sanoen on olemassa sellainen alkio
c, että c 2 [a] ja c 2 [b]. Määritelmän nojalla siis c  a (mod p) ja c  b (mod p).
Nyt kongruenssin symmetrisyys- ja transitiivisuusominaisuuksien mukaan a  b (mod p).
Lauseen (2.4) nojalla [a] = [b].
Lause 2.6. On olemassa täsmälleen p erillistä kongruenssiluokkaa mod p. Nämä luokat
ovat [0]; [1]; [2]; : : : ; [p  1]. [2]
Todistus. Osoitetaan ensiksi, että mitkään luvuista 0; 1; 2; : : : ; p   1 eivät ole keskenään
kongruentteja mod p. Olkoon 0  s < t < p. Tällöin t s on positiivinen kokonaisluku ja
t s < p. Näin ollen p - (t s) ja siis t 6 s (mod p). Koska mitkään luvuista 0; 1; 2; : : : ; p 
1 eivät ole keskenään kongruentteja mod p, luokat [0]; [1]; [2]; : : : ; [p   1] ovat erilliset
(lauseet (2.4) ja (2.5)).
Kongruensseja voidaan myös ratkaista eli etsiä niiden juuria yhtälöiden tapaan. Tutki-
taan seuraavaksi, missä tapauksissa kongruenssilla on ratkaisu tai ratkaisuja. Sitä varten
todistetaan ensin muutama apulause, joista osasta on hyötyä myöhemmässäkin vaiheessa.
Määritelmä 2.7. Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen on nollasta eroava.
Lukujen a ja b suurin yhteinen tekijä syt(a; b) on luku d, jolla pätee
i) d > 0;
ii) d j a ja d j b,
iii) jos c j a ja c j b, niin c j d. [10]
Lause 2.8. Jos kokonaisluvut a ja b eivät ole molemmat nollia, niin syt(a; b) on olemassa
ja se on yksikäsitteinen. Lisäksi on olemassa sellaiset kokonaisluvut u ja v, että
syt(a; b) = ua+ vb: [10]
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Todistus. Väite saadaan todistettua, kun osoitetaan, että syt(a; b) on joukon A = fxa +
yb j x; y 2 Zg pienin positiivinen luku. Koska ainakin toinen luvuista a ja b on nollasta
eroava, on myös joukossa A nollasta eroavia alkioita. Joukossa A on positiivisia alkioita:
Jos k 2 A ja k < 0, niin k = x0a + y0b joillain luvuilla x0; y0 2 Z. Tällöin  k =
( x0)a+ ( y0)b on joukon A positiivinen alkio.
Oletetaan, että d = ua + vb on joukon A pienin positiivinen luku. Luku a voidaan
kirjoittaa muodossa a = qd+ r, missä 0  r < d. Tästä yhtälöstä saadaan
r = a  qd = a  q(ua+ vb) = (1  qu)a+ ( qv)b:
Tästä nähdään, että r 2 A. Koska d on kuitenkin oletuksen mukaan joukon A pienin
positiivinen luku ja koska r  0, täytyy olla r = 0. Siis d j a. Vastaavasti voidaan
osoittaa, että d j b.
Osoitetaan vielä, että d on lukujen a ja b yhteisistä tekijöistä suurin. Oletetaan, että
myös c j (ua+ vb) eli c jakaa luvun d. Koska d > 0; niin c  d.
Lause 2.9. Olkoot syt(a; p) = d ja d > 0. Tällöin kongruenssilla ax  b (mod p) on
ratkaisu, jos ja vain jos d j b. Jos d = 1, kyseisellä kongruenssilla on täsmälleen yksi
epäkongruentti ratkaisu modulo p. [5][7]
Todistus. Todistetaan ensin, että ehto d j b on välttämätön kongruenssin ratkeavuudelle.
Oletetaan, että x0 on kyseisen kongruenssin ratkaisu. Tällöin jollain kokonaisluvulla y0
pätee ax0   b = py0 ja edelleen ax0   py0 = b. Koska d jakaa luvun ax0   py0, se jakaa
myös luvun b.
Oletetaan nyt, että d j b. Koska syt(a; p) = d, lauseen (2.8) mukaan on olemassa
sellaiset kokonaisluvut x00 ja y00, että
ax00   py00 = d:
Olkoon c = b=d. Kerrotaan nyt edellinen yhtälö luvulla c puolittain. Tällöin saadaan
a(x00c)  p(y00c) = b:
Olkoon nyt x0 = x00c. Tästä seuraa, että ax0  b (mod p):
Osoitetaan lopuksi, että jos d = 1, kongruenssilla ax  b (mod p) on yksi ratkaisu.
Olkoon [xi] kongruenssiluokka modulo p. Olkoon lisäksi
ax1  ax2 (mod p):
Koska syt(a; p) = 1, voidaan kongruenssi jakaa puolittain luvulla a, jolloin saadaan
x1  x2 (mod p): Lauseen (2.4) mukaan siis [x1] = [x2]. Tästä seuraa, että kun [x1] 6= [x2],
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luvut ax1 ja ax2 ovat epäkongruentteja mod p. Siis kaikki luvut axi ovat epäkongruent-
teja mod p. Koska kongruenssiluokkia mod p on p kappaletta (lause (2.6)), myös lukuja
axi on p kappaletta. Näistä seikoista seuraa se, että kun [xi] käy läpi kongruenssiluokat
mod p, myös [axi] käy läpi samat kongruenssiluokat. Näin ollen täsmälleen yksi luvuista
xi toteuttaa kongruenssin ax  b (mod p).
Otetaan esimerkkinä kongruenssi 4x  1 (mod 2). Havaitaan, että syt(4; 2) = 2 ja että
2 - 1, jolloin lauseen mukaan kongruenssilla ei ole ratkaisua. Tämä pätee, sillä 2 - (4x  1)
kaikilla x 2 Z. Toisaalta taas kongruenssilla 2x  1 (mod 3) on yksi ratkaisu, nimittäin
x  2 (mod 3). Toisin sanoen kongruenssin ratkaisuja ovat kaikki kongruenssiluokan [2]
mod 3 alkiot.
Lause 2.10. Jos syt(k; p) = 1, ak  bk (mod p) ja p on alkuluku, niin a  b (mod p).
[1]
Todistus. Oletetaan siis, että syt(k; p) = 1 ja ak  bk (mod p). Tällöin (a   b)k  0
(mod p) eli p j (a   b)k. Koska p on alkuluku, täytyy päteä joko p j (a   b) tai p j k.
Havaitaan, että jälkimmäinen ei pidä oletuksen mukaan paikkaansa. Näin ollen siis a  b
(mod p).
Edellinen lause on itse asiassa voimassa kaikilla kokonaisluvuilla p, mutta tämän tutkiel-
man kannalta riittää tarkastella suppeampaa tapausta.
Lause 2.11. (Fermat’n pieni lause) Jos p on alkuluku ja p - a, a(p 1)  1 (mod p). [1]
Todistus. Lauseen (2.6) nojalla riittää tarkastella niitä lukuja a, jotka kuuluvat joukkoon
f0; 1;    ; p  1g. Koska p - a, luku a ei ole kongruentti luvun 0 kanssa mod p. Näin ollen
riittää tarkastella niitä lukuja a, jotka kuuluvat joukkoon f1; 2;    ; p  1g. Tarkastellaan
jonoa (A) : a; 2a; 3a; : : : ; (p   1)a. Koska p on alkuluku ja p - a, kyseisen jonon jäsenet
ovat jakojäännöksiä, kun jakajana on p.
Osoitetaan seuraavaksi, että jonon (A) jäsenet käyvät läpi jokaisen luvun 1; 2;    ; p 1
täsmälleen kerran. Ensinnäkin ka 6 0 (mod p), kun k = 1; 2;    ; p   1. Mikäli ka  0
(mod p), tällöin täytyisi olla joko p j a tai p j k. Näistä taas kumpikaan ei pidä paikkaan-
sa. Tästä seuraa, että jonon (A) jäsenet (jotka siis ovat muotoa ka) kuuluvat joukkoon
f1; 2;    ; p   1g. Lisäksi jonon (A) jäsenet ovat erillisiä: Jos j ja k kuuluvat joukkoon
f1; 2;    ; p   1g ja ja  ka (mod p), niin lauseen (2.10) nojalla j  k (mod p). Nyt,
koska jonon (A) jäseniä on p   1 kappaletta, ne käyvät läpi kaikki luvut 1; 2;    ; p   1
täsmälleen kerran.
Edellisen perusteella voidaan kirjoittaa seuraava kongruenssi:
a  2a  3a      (p  1)a  1  2      (p  1) = (p  1)! (mod p):
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Muokataan kongruenssia, jolloin saadaan
(p  1)!ap 1  (p  1)! (mod p):
Koska ((p 1)!; p) = 1, saadaan edellisestä kongruenssista lauseen (2.10) mukaan ap 1  1
(mod p).
Lause 2.12. Olkoot p alkuluku ja p - ak. Kongruenssilla
P (x) = akx
k + ak 1xk 1 +   + a0  0 (mod p)
on korkeintaan k epäkongruenttia ratkaisua modulo p. [7]
Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Tapauksessa k = 1 väite pätee lauseen (2.9) no-
jalla. Tehdään nyt induktio-oletus: Olkoon k > 1 ja oletetaan, että lause pätee kaikille
kongruensseille, joiden aste on pienempi kuin k.
Jos kongruenssilla ei ole lainkaan juuria, väite on selvä. Oletetaan, että kongruenssilla
on juuri a. Jaetaan P (x) polynomilla x   a, jolloin jakojäännös on jokin luku r. Tällöin
saadaan siis
P (x) = Q(x)(x  a) + r;
missä Q(x) on astetta k   1 oleva polynomi, jonka korkeimman asteen termin kerroin on
ak. Koska p j P (a), seuraa edellisestä yhtälöstä, että myös p j r. Tästä taas seuraa, että
kongruenssi P (x)  0 (mod p) on ekvivalentti kongruenssin
Q(x)(x  a)  0 (mod p)
kanssa. Induktio-oletuksen mukaan kongruenssilla Q(x)  0 (mod p) on korkeintaan k 1
juurta, jotka ovat keskenään epäkongruentteja. Näin ollen kongruenssilla Q(x)(x a)  0
(mod p) on k epäkongruenttia ratkaisua. Koska kongruenssit Q(x)(x   a)  0 (mod p)
ja P (x) = akxk + ak 1xk 1 +    + a0  0 (mod p) ovat ekvivalentteja, induktioväite
pätee.
Esimerkiksi kongruenssilla x3 + 5  0 (mod 7) ei ole lainkaan ratkaisuja, kun taas
kongruenssilla x3   1  0 (mod 7) on kolme epäkongruenttia ratkaisua (luvut 3, 5 ja 6),
eli suurin määrä, mitä lauseen (2.12) mukaan voi olla. Ratkaisut kongruensseille voi etsiä
käymällä läpi kaikki seitsemän eri vaihtoehtoa.
9
Luku 3
Kongruenssiluokkien modulo p joukko
Edellä määriteltiin kongruenssiluokka modulo p. Yhdessä kaikki kongruenssiluokat modu-
lo p muodostavat kongruenssiluokkien modulo p joukon. Tämän joukon ominaisuuksien
tuntemusta tarvitaan Jacobin summan käsittelyssä, minkä vuoksi sen tarkasteluun on
varattu oma lukunsa. Oletetaan tästä lähtien, että p on alkuluku.
Määritelmä 3.1. Kongruenssiluokkien modulo p joukosta käytetään merkintää Z=pZ.
Määritelmä 3.2. Kolmikkoa (K;+; ) sanotaan kunnaksi, jos se täyttää seuraavat ehdot:
i) (K;+) on Abelin ryhmä (kunnan additiivinen ryhmä),
ii) (Knf0g; ) on Abelin ryhmä (kunnan multiplikatiivinen ryhmä),
iii) a(b+ c) = ab+ ac ja (a+ b)c = ac+ bc, kun a; b; c 2 K. [9]
Osoitetaan seuraavaksi, että Z=pZ on kunta. Tehdään se osissa. Lähteenä on käytetty
teosta [6].
Määritelmä 3.3. a) Määritellään kongruenssiluokkien yhteenlaskuksi [a] + [b] = [a+ b],
kun [a]; [b] 2 Z=pZ.
b) Määritellään kongruenssiluokkien kertolaskuksi [a]  [b] = [ab], kun [a]; [b] 2 Z=pZ. [5]
Lause 3.4. Joukko Z=pZ varustettuna yhteenlaskulla muodostaa Abelin ryhmän.
Todistus. Olkoot [a]; [b] 2 Z=pZ. Tällöin määritelmän nojalla on olemassa sellaiset q; r 2
Z, että q  a (mod p) ja r  b (mod p). Tästä seuraa, että p j (q   a) ja p j (r   b), ja
edelleen
p j ((q   a) + (r   b)) = (q + r)  (a+ b);
eli q+r  a+b (mod p). Koska q+r 2 Z, saadaan [a+b] = [a]+[b] 2 Z=pZ. Yhteenlasku
on siis määritelty joukossa Z=pZ.
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Yhteenlasku on vaihdannainen, sillä a+ b  b+ a (mod p). Näin ollen [a] + [b] = [b] +
[a]. Osoitetaan seuraavaksi, että yhteenlasku on liitännäinen: Olkoot [a]; [b]; [c] 2 Z=pZ.
Tiedetään, että ([a] + [b]) + [c] = [a+ b] + [c] ja vastaavasti [a] + ([b] + [c]) = [a] + [b+ c].
Koska [a + b]; [c] 2 Z=pZ, saadaan yhteenlaskun perusteella (a + b) + c  a + (b + c)
(mod p). Toisin sanoen ([a]+ [b])+ [c] = [a]+ ([b]+ [c]) ja yhteenlasku on siis liitännäinen.
Joukolla Z=pZ on olemassa yhteenlaskun suhteen neutraalialkio: Olkoon tämä neut-
raalialkio [0]. Alkio [0] 2 Z=pZ, sillä 0  0 (mod p). Olkoon [a] 2 Z=pZ. Nähdään selvästi,
että a+0  0+a  a (mod p). Siis [0]+[a] = [a]+[0] = [a] ja [0] toteuttaa neutraalialkion
ehdon.
Osoitetaan vielä, että jokaisella alkiolla [a] 2 Z=pZ on olemassa vasta-alkio [d] 2 Z=pZ.
On siis osoitettava, että on olemassa sellainen [d] 2 Z=pZ, että a + d  0 (mod p).
Oletetaan, että [a] = [0]. Tällöin a + a  0 (mod p), ja [a] on siis itsensä vasta-alkio.
Oletetaan nyt, että [a] 6= [0]. Olkoon d = p   a. Koska 1  d  p   1, pätee [d] 2 Z=pZ
(lause (2.6)). Nyt
a+ d  a+ p  a  p  0 (mod p):
Tämän perusteella [a] + [d] = [0] ja yhteenlaskun vaihdannaisuuden mukaan myös [d] +
[a] = [0]. Siis [d] on alkion [a] vasta-alkio. Tämä vasta-alkio on yksikäsitteinen: Olkoon
alkio [f ] alkion [a] vasta-alkio ja f 6= d. Koska a ja f ovat toistensa vasta-alkioita, a+f  0
(mod p). Toisaalta a + d  0 (mod p): Transitiivisuuden nojalla a + f  a + d (mod p)
ja edelleen kongruenssin laskusääntöjen nojalla f  d (mod p): Siis [f ] = [d] (lause (2.4))
ja vasta-alkio on yksikäsitteinen.
Edellä olevat ehdot täyttävät Abelin ryhmän vaatimukset.
Käytetään jatkossa joukosta (Z=pZ)nf0g merkintää Z=pZ.
Lause 3.5. Joukko Z=pZ varustettuna kertolaskulla muodostaa Abelin ryhmän.
Todistus. Olkoot [a]; [b] 2 Z=pZ. Tällöin määritelmän nojalla on olemassa sellaiset q; r 2
Z, että q  a (mod p) ja r  b (mod p). Koska p j (q   a) ja p j (r   b) ja
ab  qr = b(a  q) + q(b  r);
saadaan p j (ab   qr) eli ab  qr (mod p). Koska qr 2 Z, pätee [ab] = [a]  [b] 2 Z=pZ.
Kertolasku on siis määritelty joukossa Z=pZ.
Tämä kertolasku on vaihdannainen, sillä ab  ba (mod p). Olkoot [a]; [b]; [c] 2 Z=pZ.
Kertolaskun määrittelyn nojalla tiedetään, että ([a]  [b])  [c] = [ab]  [c] ja vastaavasti
[a]  ([b]  [c]) = [a]  [bc]. Koska [ab]; [c] 2 Z=pZ, saadaan kertolaskun perusteella (ab)c 
a(bc) (mod p). Toisin sanoen ([a]  [b])  [c] = [a]  ([b]  [c]) ja kertolasku on siis liitännäinen.
Osoitetaan seuraavaksi, että joukolla Z=pZ on olemassa kertolaskun neutraalialkio.
Olkoon tämä neutraalialkio [1]. Alkio [1] 2 Z=pZ, sillä 1  1 (mod p). Olkoon [a] 2
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Z=pZ. Nähdään selvästi, että a  1  1  a  a (mod p). Siis [1]  [a] = [a]  [1] = [a]. Alkio
[1] täyttää neutraalialkion ehdot.
Osoitetaan lopuksi, että jokaisella alkiolla [a] 2 Z=pZ on olemassa käänteisalkio d 2
Z=pZ, jolla pätee [a]  [d] = [d]  [a] = [1]. Olkoon [a] 2 Z=pZ. On siis osoitettava, että
on olemassa sellainen [d] 2 Z=pZ, että a  d  1 (mod p). Jos p = 2, [a] on itsensä
käänteisalkio, sillä tällöin [a] = [1] eli a  a  1  1  1 (mod p). Oletetaan nyt, että p  3.
Olkoon d = ap 2. Tällöin Fermat’n pienen lauseen nojalla (lause (2.11))
a  d  a  ap 2  ap 1  1 (mod p):
Näin ollen [a]  [d] = [1] ja kertolaskun vaihdannaisuuden mukaan myös [d]  [a] = [1].
Siis [d] on alkion [a] käänteisalkio. Tämä käänteisalkio on yksikäsitteinen: Olkoon [f ]
alkion [a] käänteisalkio. Tällöin af  1 (mod p). Toisaalta ad  1 (mod 1). Siis af  ad
(mod p). Koska p - a, f  d (mod p). Lauseen (2.4) nojalla [f ] = [d] ja käänteisalkio on
yksikäsitteinen.
Joukko Z=pZ varustettuna kertolaskulla täyttää siis Abelin ryhmän ehdot.
Jotta joukko Z=pZ varustettuna yhteen- ja kertolaskulla olisi kunta, tarvitaan vielä
yksi apulause.
Lause 3.6. Olkoot [a]; [b]; [c] 2 Z=pZ. Tällöin [a]  ([b] + [c]) = [a]  [b] + [a]  [c] ja ([a] +
[b])  [c] = [a]  [c] + [b]  [c].
Todistus. Olkoot [a]; [b]; [c] 2 Z=pZ mielivaltaisia alkioita. Nähdään selvästi, että a(b +
c)  ab+ ac (mod p) ja (a+ b)c  ac+ bc (mod p). Näin ollen väite pätee.
Nyt, kun p on alkuluku, lauseet (3.4), (3.5) ja (3.6) täyttävät kunnalta vaadittavat
ehdot joukon Z=pZ osalta.
Lause 3.7. Joukko Z=pZ varustettuna yhteen- ja kertolaskulla on kunta. 
Eräs joukon Z=pZ hyödyllisistä ominaisuuksista on se, että se on rakenteeltaan sykli-
nen. Osoitetaan se tämän luvun lopuksi.
Määritelmä 3.8. Kongruenssiluokan [a] modulo p kertaluku on pienin luonnollinen luku
k, jolla
ak  1 (mod p):
Tästä eteenpäin joukon Z=pZ alkiot merkitään yksinkertaisuuden vuoksi ilman hakasul-
kuja, ellei sekaannuksen vaaraa ole. Esimerkiksi alkiosta [a] käytetään merkintää a.
Lause 3.9. Z=pZ on syklinen ryhmä. [4]
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Todistus. Koska Z=pZ on kunta, se on myös ryhmä. Käytetään tässä kyseisen kunnan
multiplikatiivista ryhmärakennetta. Kun p = 2, ryhmä Z=pZ on triviaali yhden alkion
ryhmä ja se on syklinen. Oletetaan nyt, että p  3: Olkoon h = p   1 kunnan Z=pZ
alkioiden lukumäärä. Tämä tarkoittaa sitä, että xh = 1 kaikilla x 2 Z=pZ (Fermat’n
pieni lause (2.11)). Olkoon h = qr11 q
r1
2    qrnn luku h esitettynä alkulukujen tulona. Olkoon
1  i  n. Kaikilla i pätee, että polynomilla xh=qi  1 on korkeintaan h=qi juurta joukossa
Z=pZ (lause (2.12)). Koska h=qi < h, joukossa Z=pZ on siis myös alkioita, jotka eivät
ole edellä mainitun polynomin juuria ja ovat nollasta eroavia. Olkoon ai tällainen alkio.




i . Tiedetään, että bi 2 Z=pZ, koska h=qrii 2 Z ja kertolasku on määritelty








nähdään, että ki jakaa luvun qrii , ja näin ollen voidaan kirjoittaa ki = q
si
i jollain luvulla








joten luvun ki täytyy olla täsmälleen qrii .
Olkoon b = b1b2    bn. Olkoon t pienin kokonaisluku, jolla bt = 1. Osoitetaan nyt, että
t = h, eli että b on joukon Z=pZ virittäjä. Tehdään vastaoletus: Oletetaan, että t 6= h.
Jotta bh = 1, täytyy luvun t olla luvun h tekijä. Koska t on nyt siis luvun h aito tekijä,
luku t jakaa vähintään yhden kokonaisluvuista, jotka ovat muotoa h=qi, missä 1  i  n.
Oletetaan, että tämä i = 1. Koska bt = 1 ja t j h=q1, pätee




2    bh=q1n :
Edeltä tiedetään, että bq
ri
i




2    qrnn , luku qrii jakaa luvun h=q1,
kun 2  i  n: Tästä seuraa, että bh=q1i = 1, kun 2  i  n. Näin ollen on oltava myös
b
h=q1
1 = 1. Siis luvun k1 täytyy jakaa luku h=q1. Tämä on kuitenkin mahdotonta, sillä
k1 = q
r1
1 . Ryhmä Z=pZ on siis syklinen ja sen virittäjä on b.
Esimerkki 3.10. Tarkastellaan ryhmää Z=5Z. Sen virittäjänä toimii alkio 3, sillä 32 =




Jacobin summassa on kyse multiplikatiivisten karakterien summasta. Siksi karakterin
määritelmän ja ominaisuuksien tunteminen on välttämätöntä. Käytetään tästä eteenpäin
yksinkertaisuuden vuoksi kunnasta Z=pZ merkintää Fp.
Määritelmä 4.1. Kunnan Fp multiplikatiivinen karakteri on kuvaus  : Fp ! C n f0g,
jolle pätee
(ab) = (a)(b) kaikilla a; b 2 Fp:
Eräs esimerkki on triviaali multiplikatiivinen karakteri, jolla pätee (a) = 1 kaikilla a 2 Fp.
Jos multiplikatiivinen karakteri määritellään koko kunnalle Fp, on sovittu, että jos  6= ,
(0) = 0. Kun on kyse triviaalista karakterista, määritellään (0) = 1.
Koska kaikki karakterit tässä tutkielmassa ovat multiplikatiivisia karaktereja, kutsu-
taan niitä tästä lähtien yksinkertaisuuden vuoksi vain karaktereiksi. Käydään seuraavaksi
läpi muutamia hyödyllisiä karakterien ominaisuuksia.
Lause 4.2. Olkoon  karakteri ja a 2 Fp. Tällöin
a) (1) = 1,
b) (a) on ykkösen (p  1):s juuri,
c) (a 1) = (a) 1 = (a).
Todistus. a) Hyödyntämällä karakterin multiplikatiivista ominaisuutta saadaan (1) =
(1  1) = (1)(1). Siis (1) = 1; koska (1) 6= 0.
b) Tiedetään, että ap 1 = 1 (Fermat’n pieni lause (2.11)). Tällöin edellisen kohdan avulla
saadaan 1 = (1) = (ap 1) = (a)p 1; eli väite pitää paikkansa.
c) Käytetään jälleen a-kohtaa, jolloin saadaan 1 = (1) = (a 1a) = (a 1)(a). Tätä
yhtälöä muokkaamalla saadaan (a 1) = (a) 1. Kohdan b mukaan (a) on ykkösen juu-
ri. Näin ollen voidaan merkitä (a) = e2ik=(p 1). Tällöin (a 1) = e 2ik=(p 1). Toisaalta
on määritelty (a) = e 2ik=(p 1). Siis (a 1) = (a).
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Lause 4.3. Olkoon  karakteri. Jos  6= , Pt (t) = 0: Summa on yli kaikkien t 2 Fp.
Jos  = , summa saa arvon p.
Todistus. Olkoon  = . Koska kaikilla a 2 Fp pätee (a) = 1 ja koska kunnassa Fp on
määritelmän perusteella p alkiota, lauseen jälkimmäinen väite pätee.
Oletetaan nyt, että  6= . Tässä tapauksessa on olemassa sellainen a 2 Fp, että








Viimeinen yhtäsuuruus seuraa siitä, että at käy läpi kaikki kunnan Fp alkiot. Koska
(a)T = T ja (a) 6= 0, pätee T = 0.




t (t) = p:
Osoitetaan seuraavaksi, että kunnan Fp karakterit muodostavat ryhmän. Määritellään
sitä varten pari karakteria.
Määritelmä 4.4. a) Jos  ja  ovat karaktereja,  on kuvaus a! (a)(a), a 2 Fp.
b) Jos  on karakteri,  1 on kuvaus a! (a) 1, a 2 Fp.
Lause 4.5. a) Jos  ja  ovat karaktereja,  on karakteri.
b) Jos  on karakteri,  1 on karakteri.
Todistus. a) (a)(a) = 0, jos ja vain jos (a) = 0 tai (a) = 0, mikä pätee, jos ja vain
jos a = 0. Lisäksi (ab) = (ab)(ab) = (a)(b)(a)(b) = (ab)(ab).
b) (a) 1 = 0, jos ja vain jos (a) = 0, mikä taas pätee, jos ja vain jos a = 0. Lisäksi
lauseen (4.2) nojalla  1(ab) = ((ab) 1) = (a 1b 1) = (a 1)(b 1) = (a 1)(b 1) =
 1(a) 1(b).
Lause 4.6. Kunnan Fp karakterit muodostavat ryhmän kertolaskun suhteen. [5][9]
Todistus. Olkoot ,  ja  karaktereja ja a 2 Fp.
i)  on karakteri, eli kertolasku on määritelty karakterien joukossa (lause (4.5)).
ii) ((a))(a) = ((a)(a))(a) = (a)((a)(a)) = (a)((a)) (määritelmän (4.4)
mukaan). Liitäntälaki siis toteutuu.
iii) Neutraalialkio on triviaali karakteri , sillä (a) = (a)(a) = 1  (a) = (a) ja
(a) = (a)(a) = (a)  1 = (a).
iv) Koska lauseen (4.2) nojalla saadaan  1(a) = (a)(a) 1 = (a)(a 1) = (a 
a 1) = (1) = 1 = (a) ja vastaavasti  1(a) =  1(a)(a) = (a 1  a) = (a),
jokaisella karakterilla  on käänteiskarkateri  1.
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Itse asiassa karakterien ryhmä on Abelin ryhmä, sillä (a) = (a)(a) = (a)(a) =
(a): Seuraavassa lauseessa saadaan vielä lisää tarkennusta karakterien ryhmän ominai-
suuksiin.
Lause 4.7. Kunnan Fp karakterien i : Fp ! Cnf0g ryhmä on syklinen ryhmä, joka on
kertalukua p   1. Jos a 2 Fp ja a 6= 1, tällöin on olemassa sellainen karakteri , että
(a) 6= 1.
Todistus. Tiedetään, että Fp on syklinen (lause (3.9)). Olkoon g 2 Fp ryhmän virittäjä.
Tällöin jokainen a 2 Fp voidaan ilmoittaa alkion g potenssina. Jos a = gl ja  on karakteri,
saadaan (a) = (gl) = (g)l. Tästä nähdään, että karakteri  saadaan määriteltyä arvon
(g) avulla. Tiedetään, että (g) on ykkösen (p  1):s juuri (lause (4.2)) ja että juuria on
täsmälleen p 1 kappaletta. Tästä seuraa, että karakteriryhmä on korkeintaan kertalukua
p  1.
Olkoon nyt  funktio (gk) = e2ik=(p 1): Olkoon (gk) = (gl). Koska g 2 Fp ja Fp on
syklinen, gp 1 = 1. Näin ollen saadaan gk = gk  gp 1 = gk+p 1. Nyt
(gl) = (gk+p 1) = e2i(k+p 1)=(p 1) = e2ik=(p 1)  e2i(p 1)=(p 1)
= e2ik=(p 1)  e2i = e2ik=(p 1)  1 = (gk):
Siis  on hyvin määritelty. Lisäksi
(gk  gl) = (gk+l) = e2i(k+l)=(p 1) = e2ik=(p 1)  e2il=(p 1) = (gk)(gl):
Näin ollen  on karakteri. Väitetään nyt, että p  1 on pienin kokonaisluku, jolla n = .
Jos n = , n(g) = (g) = 1. Kuitenkin, n(g) = (g)n = (gn) = e2i(n=(p 1)). Nyt
e2in=(p 1) = 1, jos ja vain jos n=(p   1) 2 Z. Toisin sanoen on oltava (p   1) j n. Koska
p 1(a) = (a)p 1 = (ap 1) = (1) = 1, saadaan p 1 = : Koska p 1 = , n =  ja
(p  1) j n, täytyy karakterien , , 2,. . .p 2 olla toisistaan eroavia. Tämä osoittaa, että
kertaluku on vähintään p   1. Koska ensimmäisessä osassa edellä osoitettiin, että karak-
teriryhmä on korkeintaan kertalukua p   1, saadaan tulokseksi, että kertaluvun täytyy
olla täsmälleen p  1. Tästä todistuksesta seuraa, että kunnan Fp karakterit muodostavat
syklisen ryhmän, jonka kertaluku on siis p  1 ja virittäjä .
Johtopäätöksenä todistuksesta saadaan, että jos a 2 Fp ja a 6= 1, a = gl, jossa (p  1) - l.
Tällöin karakterin (a) arvoksi saadaan (a) = (g)l = e2il=(p 1) 6= 1.
Karaktereja voidaan hyödyntää esimerkiksi silloin, kun halutaan saada selville yhtälön
ratkaisujen lukumäärä. Sitä varten seuraavaksi todistetaan pari lausetta, jotka koskevat
yhtälön xn = a ratkaisuja.
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Lause 4.8. Olkoot a 2 Fp, n j (p 1), ja a sellainen, että yhtälöllä xn = a ei ole ratkaisua.
Tällöin on olemassa sellainen karakteri , että
a) n = , missä  on triviaali karakteri,
b) (a) 6= 1.
Todistus. Olkoot g ja  kuten lauseessa (4.7) ja asetetaan  = (p 1)=n. Tällöin
(g) = (p 1)=n(g) = (g)(p 1)=n = (g(p 1)=n) = e2i((p 1)=(n(p 1))) = e2i=n:
Tiedetään, että alkio a 2 Fp voidaan esittää muodossa a = gl. Koska yhtälöllä xn = a
ei ole ratkaisua, pätee n - l: Näin ollen (a) = (gl) = e2i(l=n) 6= 1. Tästä seuraa, että
n = p 1 = .
Jatkossa yhtälön xn = a, jossa a 2 Fp, ratkaisujen lukumäärästä käytetään merkintää
N(xn = a).
Lause 4.9. Olkoon n j (p   1). Tällöin N(xn = a) = Pn= (a), missä summa on yli
kaikkien niiden karakterien, joiden kertaluku on luvun n tekijä.
Todistus. Olkoon jälleen g ryhmän Fp virittäjä. Todistetaan ensin väite, että on olemassa
täsmälleen n kappaletta sellaisia karaktereita, joiden kertaluku jakaa luvun n. Karakte-
rin, jonka kertaluku jakaa luvun n, arvo (g) on ykkösen n:s juuri. Tästä seuraa, että
kysytynlaisia karaktereja on olemassa korkeintaan n kappaletta. Lauseessa (4.8) käytet-
tiin sellaista karakteria , että (g) = e2i=n. Näin ollen karakterit , , 2,. . .n 1 ovat
ne n kappaletta toisistaan eroavaa karakteria, joiden kertaluvut jakavat luvun n.
Todistetaan nyt lauseen kaava. Ensiksi on hyvä huomata, että yhtälöllä xn = 0 on yksi
ratkaisu (x = 0). Tämä nähdään myös kaavan avulla, sillä
P
n= (0) = 1, koska (0) = 1
ja (0) = 0 olettaen, että  6= . Kaava siis pätee, kun a = 0.
Oletetaan seuraavaksi, että a 6= 0 ja että yhtälöllä xn = a on ratkaisu, toisin sanoen
on olemassa sellainen alkio b, että bn = a. Jos n = , (a) = (bn) = (b)n = n(b) =
(b) = 1. Siis
P
n= (a) = n. Havaitaan, että tämä on tässä tapauksessa N(x
n = a).
Viimeisenä tapauksena oletetaan, että a 6= 0 ja että yhtälöllä xn = a ei ole ratkaisua.
Täytyy siis osoittaa, että
P
n= (a) = 0. Olkoon tämä summa T . Lauseen (4.8) mukaan











Edellä hyödynnettiin tietoa, että karakterit, joiden kertaluku on luvun n tekijä, muo-
dostavat ryhmän (seuraa lauseesta (4.6) Lagrangen lauseen avulla). Edellisestä yhtälöstä
saatiin siis (a)T = T . Kun tätä muokataan, se saadaan muotoon (   1)T = 0. Koska
 6= 1, täytyy päteä T = 0.
17
Tarkastellaan luvun lopuksi kahta erityistä karakteria ja niiden ominaisuuksia. Niiden
tuntemisesta on hyötyä myöhemmässä vaiheessa. Määritellään ensiksi Legendren symboli
(a=b).
Määritelmä 4.10. Legendren symboli (a=p) on funktio Fp  ! f 1; 0; 1g, jolla
(a=p) =
8<:
1; jos x2  a (mod p)
 1; jos x2 6 a (mod p)
0; jos p j a.
Toisin sanoen Legendren symboli saa arvon 1, jos a on neliönjäännös modulo p ja arvon
 1, jos a on neliönepäjäännös modulo p. Mikäli p jakaa luvun a, Legendren symboli saa
arvon 0.
Käydään nyt läpi muutamia hyödyllisiä Legendren symbolin ominaisuuksia. Koska
Legendren symboli ei ole kuitenkaan keskeisimmässä osassa jatkossa, kaikkia sen ominai-
suuksia ei todisteta perusteista lähtien, vaan osa tiedoista otetaan käyttöön viittaamalla
vain lähteeseen.
Lause 4.11. a) a(p 1)=2  (a=p) (mod p).
b) (ab=p) = (a=p)(b=p).
c) jos a  b (mod p), pätee (a=p) = (b=p).
Todistus. a) Oletetaan, että p j a. Tällöin a(p 1)=2  0 (mod p) eli p j a(p 1)=2, mikä
oletuksen mukaan pätee.
Oletetaan nyt, että p - a. Tiedetään, että ap 1  1 (mod p) (lause (2.11)). Näin ollen
(a(p 1)=2 + 1)(a(p 1)=2   1) = ap 1   1  0 (mod p):
Tästä seuraa joukon Fp laskusäännöillä, että a(p 1)=2  1 (mod p). Kirjan [5] sivulla 50
olevan proposition 5.1.1. nojalla a(p 1)=2  1 (mod p), jos ja vain jos a on neliönjäännös
mod p eli jos ja vain jos (a=p) = 1. Tämä todistaa väitteen.
b) Oletetaan jälleen ensin, että p j a. Tällöin myös p j ab, joten sekä (a=p)(b=p) = 0 että
(ab=p) = 0. Väite siis pätee. Vastaavasti väite pätee, kun p j b.
Oletetaan nyt, että p - a ja p - b. Kohdan a nojalla (ab)(p 1)=2  (ab=p) (mod p).
Toisaalta
(ab)(p 1)=2 = a(p 1)=2b(p 1)=2  (a=p)(b=p) (mod p):
Siis (ab=p) = (a=p)(b=p).
c) Jos p j a, niin oletuksen nojalla myös p j b: Tällöin (a=p) = 0 = (b=p). Vastaavasti väite
pätee, kun tehdään oletus b j p.
Oletetaan nyt, että p - a ja p - b. Oletetaan lisäksi, että (a=p) = 1. Määritelmän nojalla
x2  a (mod p). Koska myös a  b (mod p), saadaan x2  b (mod p) eli (b=p) = 1:
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Oletetaan vielä viimeisenä tapauksena (a=p) =  1. Tällöin pätee siis x2 6 a (mod p).
Hyödyntämällä oletusta a  b (mod p) saadaan x2 6 b (mod p) ja edelleen (b=p) =
 1.
Edellisestä lauseesta saadaan johdettua seuraava tulos:
Korollaari 4.12. ( 1)(p 1)=2 = ( 1=p).
Todistus. Sijoitetaan a =  1 lauseen (4.11) a-kohdan tulokseen, jolloin saadaan
( 1)(p 1)=2  ( 1=p) (mod p):
Näin ollen ( 1)(p 1)=2 = ( 1=p).
Toisena karakterina tutustutaan biquadraattiseen jäännöskarakteriin. Sitä ennen ote-
taan käyttöön pari määritelmää. Nämä määritelmät käydään tässä vain lyhyesti mainiten.
Mikäli aiheeseen haluaa tutustua hieman tarkemmin, tietoa löytyy esimerkiksi kirjasta [5]
sivuilta 12 ja 120 eteenpäin.
Määritelmä 4.13. Gaussin kokonaislukukujen joukko on kompleksilukujen osajoukko
Z[i] = fa + bi j a; b 2 Zg. Gaussin kokonaisluku  on Gaussin alkuluku, jos se on jaoton
Gaussin kokonaislukujen joukossa.
Määritelmä 4.14. Määritellään luvun  normiksi N() =  = p.
Määritelmä 4.15. Olkoon  Gaussin alkuluku ja olkoon N() 6= 2. Määritellään nyt







0; kun  j 
ij; kun  -  ja (N() 1)=4  ij (mod ); missä j = 0; 1; 2; 3: [5] [11]
Lause 4.16. Olkoon F  äärellinen, multiplikatiivinen, syklinen ryhmä. Olkoon q  1 ryh-
män F  alkioiden lukumäärä ja olkoon  2 F . Yhtälöllä xn =  on ratkaisu, jos ja vain
jos (q 1)=d = 1, missä d = syt(n; q   1).
Todistus. Olkoon  ryhmän F  virittäjä. Olkoon  = a ja x = y: Nyt yhtälö xn =
 on ekvivalentti kongruenssin ny  a (mod q   1) kanssa. Oletetaan nyt, että tällä
kongruenssilla on ratkaisu. Nyt lauseen (2.9) mukaan d j a. Koska siis a=d 2 Z ja ryhmässä
F  on q   1 alkiota,
(q 1)=d = a(q 1)=d = (q 1)a=d = 1a=d = 1:
Oletetaan nyt, että (q 1)=d = a(q 1)=d = 1. Koska alkioiden lukumäärä syklisessä
ryhmässä F  on q  1, oletus pätee vain, jos a=d 2 Z. Lauseen (2.9) mukaan tästä seuraa
ny  a (mod q   1).
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Seuraavaa lausetta ei todisteta tässä. Lause on propositio 9.8.3. teoksesta [5] sivulta
122.






= 1, jos ja vain jos kongruenssilla x4  




Olkoon x2 + y2 = 1 yhtälö kunnassa Fp. Koska Fp on äärellinen, yhtälöllä on äärelli-
sen monta ratkaisua. Olkoon N(x2 + y2 = 1) kyseisen yhtälön ratkaisujen lukumäärä.
Lähdetään määrittämään tätä lukumäärää.
Huomataan, että
N(x2 + y2 = 1) =
X
a+b=1
N(x2 = a)N(y2 = b);
missä summa on yli sellaisten parien a; b 2 Fp, joilla a + b = 1. Koska N(x2 = a) =
1 + (a=p); (lause (4.9)) saadaan sijoituksella
N(x2 + y2 = 1) =
X
a+b=1


















Ensimmäinen summa saa arvon p ja kaksi keskimmäistä summaa ovat nollia (lause (4.3)).
Yhtälö saadaan nyt muotoon




Tarkastellaan seuraavaksi yhtälön x3+y3 = 1 ratkaisujen lukumäärää N(x3+y3 = 1).
Kuten edellä, saadaan
N(x3 + y3 = 1) =
X
a+b=1
N(x3 = a)N(y3 = b):
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Jos p  2 (mod 3), tiedetään, että syt(3; p   1) = 1. Tästä seuraa, että N(x3 = a) = 1
kaikilla a. Osoitetaan tämä: Olkoon ensin a = 0. Tällöin yhtälön x3 = 0 ainoa ratkaisu
on 0. Olkoon nyt g joukon Fp virittäjä ja olkoot a = g ja x = gy. Tällöin yhtälö x3 = a
on ekvivalentti kongruenssin 3y   (mod p  1) kanssa. Tällä kongruenssilla on lauseen
(2.9) mukaan täsmälleen yksi ratkaisu, joten myös yhtälöllä x3 = a on täsmälleen yksi
ratkaisu kaikilla a.
Palataan takaisin yhtälön x3 + y3 = 1 ratkaisujen etsimiseen. Edellä osoitetun perus-
teella
N(x3 + y3 = 1) =
X
a+b=1




Oletetaan nyt, että p  1 (mod 3). Olkoon  6=  kolmannen kertaluvun karakteri.
Tällöin myös 2 on kolmannen kertaluvun karakteri ja 2 6= . Siis ;  ja 2 ovat kaikki
kolmannen kertaluvun karaktereja. Lauseen (4.9) nojalla N(x3 = a) = 1 + (a) + 2(a).
Siis
N(x3 + y3 = 1) =
X
a+b=1








(1 + (b) + 2(b) + (a) + (a)(b) + (a)2(b)




(1 + (a)(b) + (a)2(b) + 2(a)(b) + 2(a)2(b)):
Jotta lausekkeiden muokkaamista voidaan jatkaa, otetaan tässä vaiheessa käyttöön
pari määritelmää:




jossa summa on yli kaikkien t 2 Fp ja  = e2i=p: Kuvausta ga() kutsutaan kunnan Fp
Gaussin summaksi karakterille .
Gaussin summan ominaisuuksien havaitsemista varten todistetaan seuraava lemma.
Lemma 5.2. Merkitään  = e2i=p. Nyt
Pp 1
t=0 
at = p, jos a  0 (mod p). MuutoinPp 1
t=0 
at = 0.
Todistus. Jos a  0 (mod p), a = 1 ja näin ollen Pp 1t=0 at = p. Jos taas a 6 0
(mod p); a 6= 1 ja saadaan geometrinen summa Pp 1t=0 at = (ap   1)=(a   1). Koska






Lause 5.3. i) Jos a 6= 0 ja  6= , ga() = (a 1)g1():
ii) Jos a 6= 0 ja  = , ga() = 0:
iii) Jos a = 0 ja  6= , g0() = 0.
iv) Jos a = 0 ja  = , g0() = p:
















Edellä käytettiin lemmaa (5.2).





t (t): Jos nyt  = , summa saa arvon
p, jos taas  6= , summa saa arvon nolla lauseen (4.3) nojalla.
Käytetään jatkossa Gaussin summasta g1 merkintää g. Otetaan nyt käyttöön toinen
määritelmä, jota hyödynnetään jatkossa arvojen N(x2 + y2 = 1) ja N(x3 + y3 = 1)
tarkastelussa.





Tätä summaa J(; ) kutsutaan Jacobin summaksi.
Jotta arvojen N(x2 + y2 = 1) ja N(x3 + y3 = 1) tutkimista voidaan jatkaa, tarvitaan
muutama Jacobin summaan liittyvä tulos.
Lause 5.5. Olkoot  ja  kunnan Fp epätriviaaleja karaktereja. Tällöin
a) J(; ) = p,
b) J(; ) = 0,
c) J(;  1) =  ( 1),











































c 6= 1 (c) + ( 1): Siis
P



































koska  6=  (lause (4.3)).
Olkoon nyt t 6= 0 ja määritellään x = tx0 ja y = ty0. Koska x + y = t, saadaan












(x0)(y0) = (t)J(; )











Palataan nyt arvojen N(x2 + y2 = 1) ja N(x3 + y3 = 1) analysointiin. Legendren
symboli on toisen kertaluvun karakteri. Sen vuoksi (b=p) = (b=p) 1. Lauseen (5.5) kohdan





(a=p)(b=p) 1 =  ( 1) =  ( 1=p) =  ( 1)(p 1)=2:
Näin ollen
N(x2 + y2 = 1) = p  ( 1)(p 1)=2:
Olkoon nyt p  1 (mod 4). Tällöin p = 4m + 1, missä m 2 Z. Nyt (p   1)=2 =
(4m+ 1  1)=2 = 2m on parillinen. Näin ollen, kun p  1 (mod 4),
N(x2 + y2 = 1) = p  1:
Jos taas p  3 (mod 4), p = 4m+3, m 2 Z. Tällöin (p  1)=2 = (4m+3  1)=2 = 2m  1
on pariton. Näin ollen, kun p  3 (mod 4),
N(x2 + y2 = 1) = p+ 1:
Vastaavasti tapauksessa N(x3 + y3 = 1) sovelletaan lauseen (5.5) kohtaa c. Koska 
on kolmannen kertaluvun karakteri, 2 =  1 ja  =  2; saadaan
N(x3 + y3 = 1) =
X
a+b=1
(1 + (a)(b) + (a)2(b) + 2(a)(b) + 2(a)2(b))






2(a) 2(b) + J(2; 2)
= p+ J(; )  ( 1)  2( 1) + J(2; 2):
Koska  1 = ( 1)3 ja koska  on kolmannen kertaluvun karakteri, saadaan ( 1) =
3( 1) = 1. Samoin 2( 1) = 6( 1) = 1: Havaitaan myös, että 2 =  1 = : Näiden
avulla saadaan
N(x3 + y3 = 1) = p+ J(; )  1  1 + J(; ) = p  2 + 2ReJ(; );
missä Re tarkoittaa kompleksiluvun reaaliosaa.
Näin on saatu lausekkeet yhtälöiden x2+y2 = 1 ja x3+y3 = 1 ratkaisujen lukumäärien
määrittämiseen. Jacobin summaa voidaan soveltaa myös korkeamman asteen yhtälöiden
ratkaisujen lukumäärien määrittämiseen, mutta tämän tutkielman kannalta riittää osata




Tässä luvussa on tavoitteena hyödyntää Jacobin summaa erään elliptisen käyrän yhtälön
ratkaisujen etsimisessä. Olkoon D nollasta eroava kokonaisluku. Tarkastellaan nyt yhtälöä
y2 = x3   Dx joukossa Fp. Oletetaan, että p 6= 2 ja p - D. Nämä rajoitukset johtuvat
kyseisen käyrän diskriminantista. Jotta yhtälön ratkaisujen etsimisessä voidaan käyttää
Jacobin summaa, yhtälöä tulee muokata.





v(u+v2)). Oletetaan, että (u+v2) 6= 0. Tehdään nyt kyseinen sijoitus käyrään
y2 = x3  Dx:















(u+ v2)3   1
2
D(u+ v2)
2v2(u+ v2)2 = (u+ v2)3   4D(u+ v2)
2v2(u+ v2) = (u+ v2)2   4D
2uv2 + 2v4 = u2 + 2uv2 + v4   4D
v4 = u2   4D
u2 = v4 + 4D
Olkoon nyt C 0 saatu käyrä u2 = v4 + 4D. Havaitaan, että T on kuvaus C ! C 0. Yllä
olevassa sijoituksessa oletettiin, että (u + v2) 6= 0. Piste (0; 0) ei kuulu kuvauksen T
kuvajoukkoon, sillä yhtälön C 0 mukaan 4D = u2 v4 = (u+v2)(u v2), jolloin (u+v2) 6= 0.
Toisaalta, jos (u+v2) = 0, T (u; v) = (0; 0), sijoitukseksi yhtälöön C saadaan 02 = 03 D0
ja edelleen 0 = 0. Toisin sanoen piste (0; 0) on eräs yhtälön C ratkaisuista. Kun merkitään
N 0 = N(u2 = v4 + 4D) ja N = N(y2 = x3   Dx), saadaan edellä päätellyn perusteella
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N = N 0 + 1.
Tarkastellaan lukua p kahdessa eri tapauksessa. Tarkastellaan ensin sellaisia lukuja p,
joilla pätee p  1 (mod 4) ja sitten sellaisia, joilla pätee p  3 (mod 4). Tällä tavalla
saadaan käytyä läpi kaikki alkuluvut p. Oletetaan ensin, että p  1 (mod 4). Olkoon
 joukon Fp neljännen kertaluvun karakteri. Tällainen karakteri on olemassa, sillä jos
4 = 1, myös p 1 = 1 eli  on kunnan Fp karakteri, sillä 4 j (p   1). Asetetaan  = 2.
Lähdetään tarkastelemaan yhtälön C 0 ratkaisujen lukumäärää.
N(u2 = v4 + 4D) =
X
r+s=4D
N(u2 = r)N(v4 =  s)
Lauseen (4.9) mukaan yhtälön xn = a ratkaisujen lukumäärä saadaan niiden karakterien
summana, joiden kertaluku jakaa luvun n. Näin ollen
N(u2 = r) = (r) + (r):
Summausta ei jatketa enää karaktereilla k(r), joilla k  2, koska karakterien ryhmän
syklisyyden vuoksi (lause (4.7)) karakterit alkavat toistua. Vastaavasti saadaan
N(v4 =  s) = ( s) + ( s) + 2( s) + 3( s):
Nyt siis



















Kun yhteenlaskettavista otetaan summa erikseen, vain ensimmäinen ja kolme viimeistä
yhteenlaskettavaa saavat summaksi nollasta eroavan (lause (4.3)).
Jotta Jacobin summaa voidaan käyttää apuna, tehdään seuraavaksi sijoitus: Olkoot
r = 4Dr0 ja s = 4Ds0. Tällöin 4Dr0 + 4Ds0 = 4D ja edelleen r0 + s0 = 1. Näin ollen














Tarkastellaan seuraavaksi osasummia erikseen. Ensimmäisestä summasta saadaan Jaco-





(r0)(s0) = (4D)( 4D)J(; )
= 2(4D)(4D)( 1)J(; ) = 3(4D)( 1)J(; )
=  1(4D)(( 1) 1)J(; ) =  1(4D) 1( 1)J(; )
=  1( 4D)J(; ) = ( 4D)J(; )
Edellä käytettiin hyväksi myös tietoa, että koska  on neljännen kertaluvun karakteri,
3 =  1. Lisäksi hyödynnettiin lausetta (4.2).
Koska  on toisen kertaluvun karakteri,  =  1. Näin ollen lauseen (5.5) kohdan c
nojalla saadaan J(; ) = J(;  1) =  ( 1): Lisäksi koska  on neljännen kertaluvun
karakteri ja  = 2, saadaan 2 =    = 2  2 = 4 = . Näitä tietoja sekä Jacobin











= ( 1)(4D)(4D)  ( ( 1))
=  2( 1)2(4D) =  ( 1)(4D) =  1  1 =  1:














Huomataan, että (r0) = (r0), koska toisen kertaluvun karakterina (r0) = 1. Näin
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Kun sijoitetaan saadut osasummat lausekkeeseen (6.1), saadaan
N(u2 = v4 + 4D) = p  1 + ( 4D)J(; ) + ( 4D)J(; )(6.3)
Jotta lausekkeen muokkaamisessa voidaan edetä, tarvitaan seuraava lemma:
Lemma 6.4. Olkoon p alkuluku, p 6= 2. Olkoon lisäksi  joukon Fp toisen kertaluvun



















Edellä käytettiin lauseita (4.3) ja (4.9). Koska t2 = u ja u+v = 1, saadaan v = 1 t2. Edellä
































Koska  on toisen kertaluvun karakteri ja  epätriviaali, voidaan käyttää nyt edellistä
lemmaa, jolloin saadaan















J(; ) = ( D)J(; )
= (D)( 1)J(; ) = (D)( 1)J(; )
Siis, ( 4D)J(; ) = (D)( 1)J(; ) ja ( 4D)J(; ) = (D)( 1)J(; ). Teh-
dään nämä sijoitukset lausekkeeseen (6.3), jolloin saadaan
N 0 = N(u2 = v4 + 4D) = p  1 + (D)( 1)J(; ) + (D)( 1)J(; )(6.5)
Tarkennetaan nyt karakteria . Koska p  1 (mod 4), p =  joukossa Z[i]. Tämä 
on Gaussin alkuluku. ([5], s. 120) Nyt siis   1 (mod 4). Valitaan  siten, että   1
(mod 2 + 2i). Tämä  täyttää edellä esitetyn ehdon. Identifioidaan Fp joukon Z[i]=Z[i]
kanssa ja oletetaan, että  on biquadraattinen jäännöskarakteri, (a) = (a=)4: Kirjan [5]
sivulla 124 olevan proposition 9.9.4. mukaan
 ( 1)J(; ) = :
Sijoitetaan saadut tiedot kaavaan (6.5). Nyt siis, kun p  1 (mod 4),













Kun yhtälö y2 = x3  Dx muokattiin muotoon u2 = v4 + 4D, menetettiin ratkaisu (0; 0).
Näin ollen, kun p  1 (mod 4), yhtälön y2 = x3  Dx ratkaisujen lukumääräksi saadaan













Tutkitaan seuraavaksi tapaus p  3 (mod 4). Kaikki kunnan Fp alkiot ovat joko ne-
liönjäännöksiä tai neliönepäjäännöksiä. Neliönjäännökset ovat muotoa w2. Epäneliönjään-
nökset saadaan kertomalla neliönjäännökset jollain epäneliönjäännöksellä. Koska  1 ei ole
neliönjäännös, kaikki kunnan Fp alkiot ovat muotoa w2. Näin ollen jokainen tällaisen
alkion neliö on neljättä astetta. Tämän vuoksi
N(u2 = v4 + 4D) = N(u2 = v2 + 4D):
Tehdään nyt sijoitukset u = 2
p
Dx ja v = 2
p
Dy:




Dy)2 + 4D) = N(4Dx2 = 4Dy2 + 4D)
= N(x2 = y2 + 1) = N(x2   y2 = 1):
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Luvussa (5) johdettiin yhtälön x2 + y2 = 1 ratkaisujen lukumäärä. Mukailemalla sitä
saadaan arvoa N(x2   y2 = 1) analysoitua eteenpäin. Muistetaan, että (b=p) = (b=p) 1.











Käytetään lauseen (5.5) kohtaa c ja lausetta (4.12), jolloin saadaan
N(x2   y2 = 1) = p+ ( 1=p)  ( ( 1=p)) = p  ( 1=p)2 = p   ( 1)(p 1)=22
= p   ( 1)(p 1)=22 = p  ( 1)(p 1):
Koska p  3 (mod 4), p   1 = 4m + 3   1 = 4m + 2 on parillinen, kun m on jokin
kokonaisluku. Tästä seuraa, että
N 0 = N(u2 = v4 + 4D) = N(x2   y2 = 1) = p  ( 1)(p 1) = p  1:
Siis, kun p  3 (mod 4),
(6.7) N = N 0 + 1 = p  1 + 1 = p:
Yhdistetään edellä saadut tulokset (6.6) ja (6.7) lauseeksi:
Lause 6.8. Olkoon p 6= 2 ja p - D. Olkoon y2 = x3 Dx elliptinen käyrä joukossa Fp. Jos
p  3 (mod 4), N(y2 = x3 Dx) = p: Jos p  1 (mod 4), määritellään p = ,  2 Z[i]
ja   1 (mod 2 + 2i). Tällöin













Esimerkki 6.9. Olkoon y2 = x3 x käyrä joukossa F13. Havaitaan, että 13  1 (mod 4).
Tässä tapauksessa käytetään siis jälkimmäistä tapausta. Koska 13 = (3 + 2i)(3   2i) ja



























= 13  (3 + 2i)  (3  2i) = 13  6 = 7:






= 1, sillä kongruenssilla x4  1 (mod 3+ 2i) on rat-
kaisu x = 1 (lause (4.17)). Itse asiassa nämä seitsemän rakaisua ovat (0; 0); (1; 0); ( 1; 0); (5;4)
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